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Представлено обоснование существования зон кавитации на гранях растущего кристалла лак-
тозы и ее движущей роли в процессе роста кристалла. Показано, что наиболее благоприятные 
условия для преобразования растворенной лактозы в кристаллическую форму создаются вокруг 
ребер кристалла в зонах фазового перехода. Рассчитан размер зоны фазового перехода кристал-
лизующегося вещества и сопоставлен с имеющимися данными о размере кристаллических заро-
дышей. Получены значения радиуса зон кавитации, которые составили r2 ~ 7 нм (для кристалла 
размером 60.5 мкм, при температуре 30°C и пересыщении 0.55) и r2 ~ 30 нм (для кристалла раз-
мером 84 мкм, при температуре 50°C и пересыщении 1.88). Предложена математическая модель 
скорости роста кристалла лактозы в пересыщенном растворе. Обоснована возможность изуче-
ния механизмов кристаллизации и определения скорости роста кристаллов лактозы на основе 
теории динамического взаимодействия тел и жидкости А.Я. Миловича.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучением процессов кристаллизации совре-
менная наука занимается более 100 лет. Первые те-
оретические представления о них были заложены 
на рубеже XVIII и XIX столетий. Уже тогда выска-
зывались различные предположения о том, по ка-
кому механизму происходят возникновение и рост 
кристаллов [1].

Наиболее широкое распространение получила 
теория кристаллизации из растворов Гиббса, осно-
ванная на положении о термодинамическом рав-
новесии [2]. Но некоторые выводы из положений 
этой теории не соответствуют результатам экспе-
риментальных данных. Например, форма образую-
щегося кристалла должна стремиться к минимуму 
свободной поверхностной энергии, т. е. к шару, од-
нако габитус кристаллов характеризуется ярко вы-
раженными гранями и ребрами. Кроме того, обра-
зование нового слоя на кристалле происходит при 
значительно меньшем пересыщении раствора, чем 
это необходимо согласно теории. Скорость роста 
кристаллов при малых пересыщениях растворов 
отличается от теоретически рассчитанной при-
мерно в 101400 раз [3]. В связи с этим представляет 
интерес теоретическое обоснование образования 
ребер на поверхности кристалла, а также влияния 

пересыщения раствора его температуры и некото-
рых других физических параметров веществ, обра-
зующихся в процессе кристаллизации, на скорость 
роста кристалла.

Развитие альтернативных теорий кристаллиза-
ции, в частности теорий ориентированного сра-
щивания кристаллов, связано прежде всего с эм-
пирическими наблюдениями за процессом роста 
кристаллов [1, 4, 5]. Эти теории получили призна-
ние с появлением многочисленных подтвержда-
ющих их экспериментальных исследований. Но, 
к сожалению, и они не отвечают на ряд вопросов 
о механизме роста кристаллов. Например, они не 
дают количественной зависимости скорости роста 
кристалла от степени пересыщения раствора и его 
температуры [6–8]. В настоящее время нет единой 
теории, полностью описывающей многообразие 
процесса кристаллизации, которая объясняла бы 
механизм регулярного присоединения монораз-
мерных частиц как условие постройки совершен-
ных кристаллов [5, 9].

Поскольку рост кристалла происходит за счет 
присоединения к нему растворенного вещества, 
то логично предположить, что характер движения 
раствора вокруг кристалла оказывает существен-
ное влияние на процесс кристаллизации. Кроме 
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того, температура раствора и  размер растущего 
кристалла влияют как на гидродинамические по-
токи, так и на скорость роста кристалла. Согласно 
различным теориям зародышеобразования, а так-
же эмпирическим исследованиям по изучению раз-
меров кристаллических зародышей различных со-
единений их размер составляет от 0.22–0.36 нм до 
0.1–1 мм [10–12]. В результате исследований кри-
сталлизации лактозы получены данные о размере 
кристаллических зародышей, которые составляют 
от 0.89 до 3.4 нм [13, 14].

Я.Б. Зельдович, развивая идеи Гиббса, допу-
скал появление в растворе в процессе кристалли-
зации областей разрыва жидкости, образующихся 
при отрицательных давлениях, – областей кавита-
ции, в которых и происходит рост кристалла [15]. 
В этой связи возникает необходимость определе-
ния гидродинамических характеристик потока, 
обтекающего кристалл, обоснования существова-
ния зон кавитации, их размеров вблизи кристал-
ла, сопоставления размера этих зон с эмпириче-
скими данными о размере кристаллических заро-
дышей лактозы, присоединяющихся к кристаллу 
[13, 14].

Цель работы – теоретическое обоснование ме-
ханизма и скорости роста кристаллов лактозы в пе-
ресыщенном растворе на основе теории динамиче-
ского взаимодействия тел и жидкости.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Если рассматривать гидродинамические пото-
ки вблизи кристалла с  точки зрения теории ди-
намического взаимодействия тел и жидкости, то 
поле линий хода жидкостного потока, обтекающе-
го твердое тело, аналогично полю магнитных ли-
ний, возникающих под действием электромагнита 
[16, 17]. На боковой поверхности обтекаемого тела 
возникают вихри, которые визуально наблюдаются 
при многочисленных экспериментах, при этом они 
не учитываются теорией пограничного слоя. Отме-
тим, что Прандтль, основатель теории погранич-
ного слоя жидкости, обтекающей тело, развивая 
свою теорию, пришел к выводу, что при обтекании 
жидкостью тел малой протяженности возникают 
завихрения потока [18].

В качестве объекта исследования рассмотрим 
рост кристаллов лактозы в пересыщенном водном 
растворе.

Впервые морфология кристаллической лакто-
зы была описана в  конце XIX  в. Шабусом, впо-
следствии Вульфом, Траубе и  Гротом. Кристалл 
лактозы описан как моноклинный клиновидный. 
Полностью сформированный кристалл лактозы 
имеет одну двойную ось, проходящую через осно-
вание и вершину. Поскольку кристалл имеет очень 

низкий порядок симметрии, у  него отсутствуют 
центр и плоскости симметрии. Он имеет трапеци-
евидные боковые грани, ромбические вершину 
и нижнюю часть, а также скошенные грани у ос-
нования и вершины, придающие кристаллу отчет-
ливый вид “томагавка” [19, 20].

Размер элементарной ячейки кристаллической 
структуры лактозы в направлениях трех перпен-
дикулярных осей составляет ~0.7982 × 2.1562 × 
× 0.4824 нм. Эти данные получены методом диф-
ракции рентгеновских лучей [21].

На ранних стадиях своего развития кристал-
лы лактозы выглядят как очень тонкие пластины 
трапецеидальной формы. Эти усеченные треуголь-
ники увеличиваются в площади и утолщаются, де-
монстрируя ромбовидное основание, параллель-
ное едва заметной ромбовидной поверхности на 
вершине. По мере роста кристаллов их основание 
начинает скашиваться, а  позже вершина также 
приобретает скошенную форму. На полной стадии 
развития кристалл имеет 10 граней. Шесть сторон 
имеют трапецеидальную форму, а основание и вер-
шина – ромбическую. Во многих кристаллах угол 
скосов таков, что, по-видимому, отсутствуют грани 
основания и вершины [19].

Особенностью кристаллизации лактозы явля-
ется то, что в зависимости от условий протекания 
этого процесса, а именно, пересыщения, темпе-
ратуры, наличия примесей в растворе, меняются 
темпы роста различных граней кристалла. Таким 
образом кристалл лактозы приобретает различные 
формы: это может быть традиционный “томагавк” 
либо ромбовидная пластина, игольчатая форма, 
пирамида или призма [19, 22–30].

Одной из наиболее распространенных форм 
развитого кристалла лактозы является “томагавк” 
(рис. 1). При этом соотношение сторон в нем соот-
ветствует параметрам: а:b:c = 1:0.62:0.2. Наиболее 
толстая сторона кристалла, являющаяся основани-
ем треугольника в сечении, составляет 1/5 часть от 
его определяющего размера [19, 31]. Тогда в осно-
вании b = 0.62а, а c = 0.2а.

Для упрощения математического анализа ги-
дродинамического взаимодействия кристалла 
с окружающим его раствором перейдем от реаль-
ной формы кристалла к его упрощенной геометри-
ческой модели в форме прямоугольного параллеле-
пипеда с соотношением размеров: а:b:h = 1:0.62:0.1. 
Будем считать что в процессе роста кристалла при 
постоянном пересыщении раствора увеличение 
грани а соответствует приросту грани (010) реаль-
ного кристалла (рис. 1а).

Если рассматривать кристалл лактозы в пересы-
щенном растворе, то скорость движения раствора 
относительно кристалла v0 обусловлена скоростью 
ловиц–вульфовского концентрационного потока, 
v0, движущей силой которого является градиент 
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плотности раствора, обтекающего кристалл вслед-
ствие обеднения маточного раствора у поверхности 
кристалла в процессе кристаллизации. Кроме того, 
кристалл перемещается относительно жидкости за 
счет действия массовых сил:
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Рис. 1. Типичный кристалл лактозы в форме томагавка с индексами Миллера для его граней (а) и фотография кри-
сталла с увеличением в 62 раза [20] (б); упрощенная геометрическая модель кристалла лактозы (в), (г).
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где k – коэффициент, учитывающий особенности 
формирования концентрационного потока; ρнас – 
плотность насыщенного раствора, кг/м3; jп – ко-
эффициент формы (для пластинчатой формы 
jп = 0.43); dэкв – эквивалентный диаметр кристал-
ла, м; ρк – плотность кристалла, кг/м3; ρж – плот-
ность раствора, кг/м3; g – ускорение свободного 
падения, м/с2; µж – динамическая вязкость раство-
ра, Па·с; h – толщина кристалла, м.

Если рассматривать кристалл как пластину, 
имеющую малую толщину, обтекаемую потоком 
жидкости со скоростью v0 в  направлении оси Y 
(рис. 2), то согласно теории динамического взаи-
модействия тел и жидкости [18] на ее краях будут 
образовываться вихревые шнуры О1 и О2 конечных 
размеров. Окружная скорость потока в вихревых 
шнурах обратно пропорциональна расстоянию до 
оси этих вихревых шнуров, проходящих через точ-
ки А и В. Поэтому теоретически при приближении 
к оси вихревого шнура скорость потока неограни-
ченно возрастает, при этом статическое давление 
теоретически может падать до отрицательных зна-
чений и образования зон кавитации, что создает 
условия, согласно [15], для возникновения кри-
сталлических зародышей.

Поскольку часть потока жидкости шириной a 
не может протекать сквозь пластину, масса жидко-
сти (v0aρ) вынуждена обтекать ее снаружи, прохо-
дя мимо ее краев А и В, вследствие чего должны 
появиться вихревые шнуры О1 и О2, параллельные 
между собой и вращающиеся в противоположных 
направлениях (рис. 2). Таким образом, скорость 
потока жидкости вокруг пластины складывается 
из суммы скоростей прямолинейного движения 
жидкости вдоль оси Y с постоянной скоростью v0 
и скоростью ω вихревых потоков О1 и О2. Окружная 
скорость потока в каждой точке вихревого шнура 
обратно пропорциональна расстоянию до соответ-
ствующего центра вихря А или В. Тогда связь между 
полярными и декартовыми координатами в точках 
А и В имеет вид

 l y x l y a x, .1
2 2

2
2 2( )= + ∆ = + − ∆  (2)
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где С – постоянная, характеризующая напряжение 
вихревых шнуров [18].

Если рассматриваемая точка m приближается 
к одному из центров вихрей (например, l1 << l2), то 
ее окружная скорость будет определяться соответ-
ствующим вихрем (в частности, вихрем с центром 
в точке А). Тогда (3) примет вид
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Для того чтобы выполнялось условие переме-
щения краев пластины со скоростью v0, необхо-
димо выполнение условия C = av0. Тогда скорость 
потока вокруг точки А:

 w v v
av
l

.x y
2 2 0

1
= + =  (5)

Путем аналогичных рассуждений получим ско-
рость вихревого потока на радиусе l2. Поскольку 
вихревые потоки симметричны, заменим l1 и l2 на r. 
После преобразования будем иметь скорость вих-
ревого потока:

 w
av

r
.0=  (6)

Как видно из формулы (6), скорость потока уве-
личивается по мере уменьшения радиуса вихревого 
потока r. При увеличении скорости потока растет 
динамическое давление, при этом статическое дав-
ление падает. На радиусе r2 оно достигает давления 
насыщения, а на радиусе r1 – нулевого значения.

Следовательно, часть кольцевого потока, огра-
ниченная радиусом r1 и r2, является областью, в ко-
торой происходит фазовый переход водной фазы 
раствора в  парообразное состояние и  частично 
в твердое состояние, сопровождающееся явлением 
сублимации. Это те зоны разрыва, или кавитации, 

Рис. 2. Поток пересыщенного раствора, обтекаю-
щий свободно падающий кристалл [18]: Х, Y – оси 
координат, А  и  В  – центры вихревых шнуров, l1 
и l2 – радиальные координаты расположения точки 
m, х и у – декартовы координаты точки m, О1 и О2 – 
вихревые потоки, v0 – скорость движения жидкой 
среды.
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о существовании которых высказывал предположе-
ние Я.Б. Зельдович. Пересыщение кристаллизую-
щегося вещества в этих зонах мгновенно возрас-
тает и происходит его спонтанная кристаллизация 
в виде отдельных зародышей.

Рассмотрим часть потока на расстоянии r = r2 
от его оси, где давление за счет большой скорости 
окружного потока стремится к давлению насыще-
ния (рис. 3). Для достижения давления насыщения 
Рнп скорость потока ω2 должна составлять

 w
P2 10

,2

5
нп

ж

( )
=

⋅ −
ρ

 м/с, (7)

где Рнп – давление насыщенного пара при темпера-
туре на 10°C ниже температуры кристаллизата [32].

При этом давлении начинается процесс паро-
образования, вода начинает испаряться, концен-
трация раствора – повышаться, и возникают бла-
гоприятные условия для образования зародышей 
кристаллов. Далее при приближении к оси вихря 
скорость потока увеличивается, давление падает 
(теоретически) до достижения нулевого значения. 
В этой области возникают более благоприятные 
условия для образования зародышей кристаллов, 
так как при давлении 613.2 Па начнется процесс 
сублимации и оставшаяся влага вместе с кристал-
лизующимся веществом перейдет в твердое состо-
яние. Для достижения нулевого значения давления 
скорость потока ω1 на радиусе r1 (рис. 3) должна 
составлять

 w
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ж
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⋅
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 (8)

Определим радиус начала области фазового пе-
рехода r2 и нулевого давления r1 вокруг оси вихре-
вого шнура. Для этого приравняем (6) и (7), а так-
же (6) и (8), заменяя r в (6) на r2 и r1. После преоб-
разований получим выражения для r1, r2 и Dr:
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Объем парожидкостной и частично сублими-
рующей среды с включенными в нее зародышами 
кристаллов, протекающий через слой фазового пе-
рехода вокруг условного кристалла в единицу вре-
мени Q, можно определить из зависимости

 Q a b rw2 ,c( )= + ∆  (10)

где ωс – скорость потока в слое фазового перехода, 
м/с.

Поскольку плотность пара во много раз меньше 
плотности жидкости и твердых включений, состо-
ящих из пористых сублимирующих частиц замерз-
шей жидкости и зародышей, расход потока через 
зону фазового перехода будет определяться только 
расходом паровой фазы. Допустим, что при про-
хождении через зону фазового перехода вся вода, 
содержащаяся в растворе, испарится. Тогда расход 
пара М, протекающего через пограничный слой, 
составит

 M Q .нп= ρ  (11)

Будем считать, что лактоза, создающая пересы-
щение раствора, проходящего через слой фазово-
го перехода, кристаллизуется. Тогда объем лактозы 
DVк, кристаллизующейся в единицу времени, со-
ставит

 V
M c

,к
к

∆ =
⋅ ∆

ρ
 (12)

где Dс – абсолютное пересыщение лактозы в рас-
творе, кг/1кг Н2О.

Таким образом, можно рассчитать прирост 
в единицу времени каждой грани кристалла в от-
дельности. Если перейти к реальному кристаллу 
(рис. 1а), в направлении наибольшей оси (010) он 
составит
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 (13)

Как известно, не все зародыши кристаллов осе-
дают на поверхности растущего кристалла. Мно-
гочисленные эксперименты, описанные в [33, 39], 
показывают, что часть зародышей, образованных 
в приграничной области, смывается с поверхно-
сти кристалла и  уносится в  раствор гидродина-
мическим или концентрационным потоком, где 
впоследствии растворяется или становится источ-
ником нового роста. Это явление усиливается 

Рис. 3. Вихревые шнуры, возникающие в результате 
обтекания пластины (кристалла) жидкостью.
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с  увеличением температуры и  степени пересы-
щения раствора [39]. Кроме того, траектория их 
движения может изменяться под действием цен-
тробежных и центростремительных сил, сил ме-
жмолекулярного взаимодействия, а также дально-
действующих “силовых” полей [3]. В частности, 
в [34–36] было обнаружено возникновение шлей-
фа мелких кристаллических зародышей за движу-
щимся в пересыщенном растворе кристаллом. На 
основании сказанного выше введем в математиче-
скую модель поправочный коэффициент ζ, учиты-
вающий частичные потери кристаллических заро-
дышей, образующихся в зоне кавитации вихревого 
потока вокруг кристалла.

Последовательно заменяя DVк из (12), M из (11), 
Q из (10), Dr из (9), ω1 из (8), v0 из (1) и преобразуя, 
получим выражение для скорости роста грани (010) 
кристалла в общем виде:
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассматривая полученную математическую мо-
дель скорости роста отдельных граней и кристалла 
лактозы в пересыщенном растворе, можно отме-
тить, что она увеличивается с увеличением пере-
сыщения раствора и пропорциональна плотности 
насыщенных паров, образующихся в слое фазово-
го перехода. В свою очередь, плотность и давление 
насыщенного пара и плотность раствора зависят от 
его температуры. Скорость роста кристалла увели-
чивается с увеличением его размеров и изменени-
ем направления роста, что также подтверждается 
многочисленными эмпирическими исследования-
ми [39, 40, 45].

В [30, 37, 38] получены экспериментальные дан-
ные о скорости роста кристаллов лактозы в про-
цессе массовой кристаллизации при постоянном 
снижении пересыщения раствора, что в основном 
соответствует технологическим процессам кри-
сталлизации. В  этих исследованиях отсутствуют 
данные о  скорости роста отдельных кристаллов 
лактозы в  условиях постоянного пересыщения 
и температуры.

Представляют значительный интерес резуль-
таты экспериментальных исследований по изуче-
нию скорости роста отдельных граней кристаллов 
лактозы при различных постоянных температурах 

и пересыщениях, выполненных в [39, 40]. Экспери-
мент заключался в следующем. Заранее подготов-
ленный кристалл лактозы помещали в установку, 
представляющую собой кювету, состоящую из двух 
камер. Вода желаемой температуры перекачива-
лась через нижную камеру кюветы, чтобы поддер-
живать температуру постоянной в верхней камере, 
в которой находились перенасыщенный раствор 
и исследуемый кристалл. Скорость роста отдель-
ных граней кристаллов лактозы определялась при 
30, 40 и 50°C. Каждый опыт проводился при вось-
ми различных пересыщениях от 0.55 до 2.33. Ко-
личество кристаллов, фиксированных при каждом 
пересыщении, было от 16 до 55. Общее количество 
кристаллов, фиксированных при каждой темпера-
туре, составляло не менее 240. Увеличение длины 
конкретной грани измерялось через определенные 
промежутки времени, скорость роста вычислялась 
как увеличение расстояния в направлении перпен-
дикуляра к данной грани в минуту, рассчитанное 
с учетом углов между гранями.

Полученный в [39, 40] значительный объем эм-
пирических данных о скорости роста отдельных 
граней кристалла лактозы при постоянном пере-
сыщении и температуре позволил сопоставить их 
с полученной математической моделью скорости 
роста (010) грани (14).

На рис.  4 представлены данные эксперимен-
тальных исследований зависимости скорости роста 
(010) грани кристалла лактозы от начального раз-
мера кристалла при различных пересыщениях при 
температуре 30°C [39]. Также приведены данные, 
полученные теоретически при учете того, что кри-
сталл располагается на дне емкости, и массовые 
силы не приводят к его перемещению. Значение 
коэффициентов k и ζ, учитывающих особенности 
концентрационных потоков и потерь зародышей 
из зоны кавитации, зависят от условий проведения 
процесса кристаллизации. В первом приближении 
примем условно kζ = 1. Тогда (14) примет вид
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Как видно из рис. 4, скорость роста кристал-
лов увеличивается с  увеличением пересыщения 
раствора и  начального размера кристалла. При 
этом наблюдается значительная дисперсия скоро-
стей роста экспериментальных данных, что может 
быть связанно с индивидуальными особенностя-
ми отдельных кристаллов, гидродинамическими 
условиями в которых они находятся, сложностью 
проведения эмпирического наблюдения и анализа 
данных, величиной выборки и другими факторами. 
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В  свою очередь, предложенная математическая 
модель скорости роста, результаты которой также 
представлены на рис. 4, адекватно характеризует 
процесс роста кристалла лактозы в пересыщенном 
водном растворе и может быть использована для 
управления процессами кристаллизации.

На рис. 5 представлены литературные данные 
экспериментальных исследований зависимости 

темпов роста кристалла лактозы от пересыщения 
при температуре 30°C в сравнении с предложенной 
математической моделью (на рисунке обозначены 
“+”) и построена линия, описывающая эту модель 
(сплошная линия).

Как видно из графиков (рис. 5), данные в значи-
тельной степени отличаются друг от друга. Это мо-
жет быть связано с различием условий проведения 
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Рис. 4. Зависимость скорости роста кристаллов лактозы от его размера при температуре 30°C и пересыщении 0.55 
(а), 1.29 (б) и 2.75 (в); D – опытные данные [39], • – теоретические данные (формула 15).
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экспериментов. Так, в  [41] проводились иссле-
дования при спонтанной кристаллизации, в [42] 
эксперименты проводились с небольшими затра-
вочными кристаллами (менее 100 мкм) в статиче-
ском растворе. В [20] и [43] использовались круп-
ные кристаллы (1–2 мм) во вращающейся колбе, 
получены более высокие средние скорости роста. 
В [44] были получены схожие результаты, но в ста-
тической системе и с использованием безионного 
раствора лактозы. В настоящей работе для срав-
нения приведены расчетные данные по скорости 
роста среднего кристалла. При оценке размера 
среднего кристалла исходили из эксперименталь-
ных данных [45]. Поэтому полученные результаты 
(сплошная линия на рис. 5) практически совпада-
ют с результатами [45], которые наиболее полно 
отражают процесс роста кристаллов лактозы. Для 
построения теоретической кривой рассчитывали 
средний размер кристалла из [45] при 30°C, а затем 
рассчитывали скорости роста среднего кристалла 
при каждом пересыщении.

Сопоставим размер зоны кавитации и разры-
ва потока с  экспериментальными данными по 
размеру зародыша кристалла лактозы, взяв при 
этом за исходные данные для расчета результаты 

экспериментов [39]: средний размер кристалла 
а1 = 60.5, а2 = 84 мкм при температуре кристалли-
зации tк1 = 30, tк2 = 50°C и пересыщении Dс1 = 0.55 
Dс2 = 1.88 соответственно.

Тогда вся зона кавитации должна соответство-
вать условию r < r2 (9):
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В результате решения данного уравнения по-
лучили значения радиуса зоны кавитации, кото-
рый составил r2 ~ 7 нм (для условий а1 = 60.5 мкм, 
tк1 = 30°C и Dс1 = 0.55) и r2 ~ 30 нм (для условий 
а2 = 84 мкм, tк2 = 50°C и Dс2 = 1.88). Полученные 
данные не противоречат результатам эксперимен-
тальных исследований, которые показывают, что 
размер кристаллических зародышей лактозы нахо-
дится в пределе 0.89 < l < 3.4 нм [13, 14]. Поскольку 
l < r2, это удовлетворяет условию зародышеобразо-
вания кристаллов лактозы в зоне кавитации тако-
го размера и зародыши смогут служить источником 
роста маточного кристалла лактозы.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате теоретического анализа механизма 
роста кристалла лактозы с учетом гидродинамиче-
ских условий его роста показано, что наиболее бла-
гоприятные условия для преобразования растворен-
ной лактозы в кристаллическую форму создаются 
вокруг ребер кристалла в зонах фазового перехода. 
Именно в этих зонах возникает кавитация и разрыв 
потока, как это предвидел Я.Б. Зельдович. Образо-
ванный около ребер поток кристаллических зароды-
шей перемещается на поверхность кристалла. Ме-
ханизм распределения зародышей по поверхности 
кристалла требует дополнительного изучения, так же 
как и сложная форма кристалла. Однако и при слож-
ной форме кристалла именно его ребра провоциру-
ют формирование зон фазового перехода.

Сравнение многочисленных эксперименталь-
ных данных, например [20, 43, 42], показывает, что 
крупные кристаллы растут значительно быстрее, 
чем мелкие (рис. 5). Если анализировать формулу 
(15), можно увидеть, что скорость роста кристалла 
пропорциональна корню квадратному из его ли-
нейного размера. Также рост пересыщения раство-
ра увеличивает скорость роста кристалла, что от-
мечено в многочисленных исследованиях и пред-
ставлено на рис. 4, 5. Анализ полученной в данной 
работе зависимости (15) показывает, что скорость 
роста пропорциональна пересыщению Dс. Однако 
пересыщение в неявном виде входит в зависимость 
скорости концентрационного потока (1), так как 
плотность раствора зависит от его пересыщения.

Характер движения раствора вокруг кристалла 
оказывает определяющее влияние на процесс кри-
сталлизации. Кроме того, доказано, что темпера-
тура раствора и размер растущего кристалла, хотя 
и в неявном виде, но влияют в первую очередь на 
гидродинамические и физические параметры по-
тока в зоне фазового перехода и, как следствие, на 
скорость роста кристалла.

Развивая теоретические представления о меха-
низме роста кристаллов лактозы в пересыщенных 
растворах на основе гидродинамических характе-
ристик потока, обтекающего кристалл, получено 
обоснование существования зон кавитации, а со-
поставление размера этих зон с эмпирическими 
данными о размере кристаллических зародышей 
лактозы, присоединяющихся к  кристаллу, соот-
ветствует экспериментальным данным. Таким 
образом, теоретически обосновано высказанное 
Я.Б. Зельдовичем предположение об определяю-
щей роли зон кавитации в процессе кристаллиза-
ции, в частности роста кристаллов лактозы.
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ON THE MECHANISM OF GROWTH OF LACTOSE 
CRYSTALS FROM SUPERSATURATED SOLUTIONS
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Abstract. The substantiation of the existence of cavitation zones on the edges of a growing lactose 
crystal and its driving role in the crystal growth process is presented. It is shown that the most favorable 
conditions for the conversion of dissolved lactose into its crystalline form are created around the edges 
of the crystal in the phase transition zones. The size of the phase transition zone of the crystallizing 
substance is calculated and compared with the available data on the size of crystalline nuclei. The values 
of the radius of cavitation zones were obtained, which amounted to: nanometers (for a crystal with a size 
of 60.5 microns, at a temperature of 30°C and supersaturation of 0.55) and nanometers (for a crystal with 
a size of 84 microns, at a temperature of 50°C and supersaturation of 1.88). A mathematical model of 
the growth rate of lactose crystals in a supersaturated solution is proposed. The possibility of studying 
the mechanisms of crystallization and determining the growth rate of lactose crystals is substantiated, 
based on the theory of dynamic interaction of bodies and liquids by A. Y. Milovich.




