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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время имеется значительное чис-

ло работ по теории поверхностных плазмон-по-
ляритонов (ППП), результаты которых достаточ-
но подробно изложены в монографиях [1–7]. При 
этом дисперсионные уравнения выводились в яв-
ном виде и решались для конкретных материалов. 
Иной подход, не использующий дисперсионные 
уравнения в явном виде, был развит в [8, 9], где 
анализировалось существование ППП на границе 
полубесконечного металла и сверхрешетки (СР), 
образованной из диэлектриков произвольной ани-
зотропии, а также в пленке металла, находящейся 
между однородными диэлектриками произвольной 
анизотропии. 

В данной работе рассматриваются ППП ТЕ- и 
ТМ-типов в пленке металла, помещенной между 
диэлектрической периодической СР и полубес-
конечным однородным диэлектриком или между 
двумя СР. В части I [10] дисперсионные уравнения 
ППП были получены в виде

	 det
( )

Z� st

g
= 0 , g = TE, TM,	 (1)

где Z� st

g( )
 – 2 × 2 действительная симметричная ма-

трица. В [10] установлен ряд общих свойств соб-
ственных значений λ1 2,

( )g  матриц Z� st

g( )
. Кроме того, 

в [10] обсуждались частотные зависимости импе-
дансов полубесконечных СР с асимметричным 

периодом Z A
g( )  и Z B

g( ), с симметричным периодом 
Z s

g( )  и частотная зависимость импеданса полубес-
конечной однородной среды Z h

g( ). Напомним, что в 
симметричном варианте слои расположены симме-
трично относительно середины периода, а в асим-
метричном – произвольно. 

В данной работе будет установлено допусти-
мое число нулей собственных значений λ1 2,

( )g  при 
заданном волновом числе k в различных случаях 
и тем самым определено допустимое число кор-
ней дисперсионного уравнения (1), т.е. допусти-
мое число ППП, поскольку det

( )
( ) ( )Z� st

g
g g= λ λ1 2 . Да-

лее будем ссылаться на [10] как на часть I, соот-
ветственно, ссылка на выражение (n) части I будет 
обозначаться (I.n), ссылка на рис. n – рис. I.n.

В основном разбираются варианты, в которых 
число ППП максимально. В ряде случаев получа-
ется, что абсолютный максимум числа ППП может 
достигаться, когда импедансы СР описываются 
кривой 2 на рис. I.3б и I.3в. В части I отмечалось, 
что такие частотные зависимости реализуются при 
выполнении некоторого дополнительного условия 
на характеристики СР, а также на значения k и ω, 
в то время как зависимости, показанные на рис. 
I.3а, не связаны с дополнительными условиями. 
Принимая во внимание это обстоятельство, в ра-
боте обсуждаются случаи, когда Z A

g( )  и Z B
g( )  опи-

сываются кривыми, изображенными не только на 
рис. I.3б, I.3в, но и на рис. I.3а.
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С помощью частотных зависимостей импедан-
сов и свойств собственных значений матриц Z� st

g( )
 

удается установить максимально допустимое чис-
ло ППП, и оно не зависит от конкретных характе-
ристик СР и пленки металла. Вместе с тем следует 
иметь в виду, что число ППП, существующих в за-
данной зоне конкретной структуры, определяется 
в итоге выполнением неравенств (I.76)–(I.78) и 
(I.81). Естественно, это число не может превышать 
допустимого максимума при заданном типе частот-
ной зависимости импедансов Z A

g( )  и Z B
g( ).

В части I упоминалось, что диссипация в метал-
ле достаточно мала в частотном интервале, огра-
ниченном некоторыми частотами ωa1  и ω ωa a2 1> ,  
так что, решая определенные задачи, в этом ин-
тервале ее можно не учитывать. Частоты ωa1  и ωa2  
могут попасть в запрещенную зону СР, тогда ωa1  и 
ωa2  станут нижней и верхней границей зоны. На-
пример, пренебрежение поглощением означает, 
что нижняя запрещенная зона должна быть огра-
ничена снизу частотой ωa1, а не ωl

g( ) = 0 . Тем не 
менее будем ссылаться на рис. I.2–I.4 в предполо-
жении, что при ω ω→ a a1 2,  поведение импедансов 
СР такое же, как и при ω ω→ l u

g
,

( ). Допустимое мак-
симальное число ППП не увеличится, поскольку в 
части интервала ω ω ωl

g
u

g( ) ( )< <  оно не больше, чем 
во всем интервале.

По ходу рассмотрения различных вариантов 
комбинаций сред, окружающих пленку, речь будет 
идти о числе нулей собственных значений матриц 
Z� st

g( )
, а итоги подводятся в таблицах, где результаты 

уже указываются как число ППП. 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ПЛАЗМОН-
ПОЛЯРИТОНЫ В СТРУКТУРЕ CР–ПЛЕНКА 

МЕТАЛЛА–ОДНОРОДНАЯ СРЕДА
Вариант А1. Асимметричный период. В этом слу-

чае Z Z h
g

1 =
( )  и Z Z B

g
2 =

( ), ППП могут существо-
вать при ω    < Ωlim

g( ), где Ωlim
g( )  задается выражениями 

(I.18); предполагаем, что запрещенные зоны попа-
дают в этот интервал. 

TE-поляризация. Учитывая (I.64)–(I.81), за-
ключаем, что только одно из собственных значе-
ний λ1 2,

( )TE  матрицы Z� st

TE( )
 может 1 раз обратиться в 

ноль в нижней запрещенной зоне. Для обращения 
собственного значения в ноль необходимо, что-
бы функция Z B

TE( )( )ω  описывалась кривой 2 на 
рис. I.2, так как, согласно (I.79), только в этом слу-
чае одно из собственных значений может быть от-
рицательным при ω ω→ u

TE( ).
В верхней запрещенной зоне каждое из соб-

ственных значений может 1 раз обратиться в ноль, 
если функция Z B

TE( )( )ω  описывается кривой 2 на 
рис. I.3в. Ввиду (I.70) одно собственное значение 
не может обращаться в ноль дважды, поскольку 

в противном случае кривые, представляющие 
λ ω1

( )( )TE  и λ ω2
( )( )TE , обязательно пересекутся.

Однако только одно из собственных значений 
может пройти через ноль, когда Z B

TE( )( )ω  описыва-
ется любой из кривых на рис. I.3а.

TM-поляризация. В нижней запрещенной зоне 
оба собственных значения λ1 2,

( )TM  матрицы Z� st

TM( )
 мо-

гут пройти через ноль 1 раз при любой из показан-
ных на рис. I.2 частотных зависимостей Z B

TM( )( )ω . 
В случае, описываемом кривой 1, должны выпол-
няться неравенства (I.76)–(I.78), а в другом случае 
достаточно, чтобы выполнялись неравенства (I.76) 
и (I.78) при ω ω    → −u

TE( ) 0 .
В соответствии с (I.60) и (I.61) в верхней запре-

щенной зоне λ1
( )TM  может обратиться в ноль дваж-

ды, а λ2
( )TM  – 1 раз (рис. 1), если Z B

TM( )( )ω описы-
вается кривой 2 на рис. I.3б. Ввиду (I.21) и (I.74) 
только при таком условии λ1 2,

( )TM  могут быть поло-
жительными в окрестности ωl

TM( ).
Если Z B

TM( )( )ω  описывается кривой 2 на 
рис. I.3a, то λ1

( )TM  и λ2
( )TM  могут по одному разу об-

ратиться в ноль. Обращение в ноль λ1
( )TM  2 раза ис-

ключается, поскольку согласно (I.80) только одно 
собственное значение может быть больше нуля в 
окрестности ωl

TM( ), поэтому ввиду (I.70) λ1 0( )TM <  
в интервале ω ω ωl

TM
p
TM( ) ( )< < . 

Оба собственных значения тоже могут обра-
титься в ноль по одному разу, когда Z B

TM( )( )ω  опи-
сывается кривой 1 на рис. I.3a. 

Вариант А2. Симметричный период. Пусть пери-
од СР симметричен. Например, период полубеско-
нечной СР, образованной двумя чередующимися 
слоями, окажется симметричным, если толщина 
внешнего слоя равна половине толщины внутрен-
них слоев того же материала.

TE-поляризация. Учитывая частотную зависи-
мость Z Z s

g
2 =

( )  (кривая 1 на рис. I.4), а также 
(I.21), (I.71), (I.74) и (I.79), заключаем, что в ниж-
ней запрещенной зоне ни одно из собственных 

1

2

0

λ1,2
(TM)

ωu
(TM)

ωl
(TM) ωp

(TM) ω

Рис. 1. Возможное поведение собственных значений λ1
( )TM  

(кривая 1) и λ2
( )TM  (кривая 2) как функций частоты в верх-

ней запрещенной зоне.
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значений λ1 2,
( )TE  не обращается в ноль, и λ1 2,

( )TE  не 
обращаются в ноль в верхней запрещенной зоне, 
если частотная зависимость Z s

g( )  описывается кри-
вой 1. Одно из собственных значений обязательно 
обращается в ноль 1 раз в верхней запрещенной 
зоне, если частотная зависимость Z s

g( )  описывает-
ся кривой 2 на рис. I.4, так как Z s

g( )     → −∞  при 
ω ω      → −u

TE 0 .
TM-поляризация. Каждое из двух собственных 

значений λ1 2,
( )TM  может 1 раз обратиться в ноль в 

любой из запрещенных зон, причем в верхней 
запрещенной зоне зависимость Z s

TM( )( )ω  долж-
на описываться кривой 1 на рис. I.4, поскольку 
согласно (I.75) только в этом случае неравенства 
(I.76)–(I.78) могут выполняться, и поэтому λ1 2,

( )TM  
будут положительными при ω ω    → +l

TM( ) 0  и от-
рицательными при ω ω    → −u

TM 0. 
Напомним, что число нулей собственных зна-

чений λ1 2,
( )g  равно числу ППП соответствующей по-

ляризации. Допустимые максимумы числа ППП в 
случаях, обсуждавшихся в данном параграфе, ука-
заны в табл. 1.

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ПЛАЗМОН-
ПОЛЯРИТОНЫ В СТРУКТУРАХ  

СР–ПЛЕНКА МЕТАЛЛА–СР
Присвоим номера 1 и 2 СР, находящимся свер-

ху и снизу пленки соответственно. Края запрещен-
ных зон СР обозначим ωl J

g
,

( )  и ωu J
g
,

( ), J = 1, 2. В общем 
случае запрещенные зоны СР не совпадают, поэто-
му ППП может возникать в пределах пересечений 
запрещенных зон, т.е. в интервалах ω ω ωl

g
u

g( ) ( )< < ,  
где ω ω ωl

g
l

g
l

g( )
,

( )
,

( )( , )= max 1 2 и ω ω ωu
g

u
g

u
g( )

,
( )

,
( )( , ).= min 1 2  

Учитывая это, используем характеристики “ниж-
няя” по отношению к пересечению нижних запре-
щенных зон СР и “верхняя” по отношению к пе-
ресечению пары верхних зон. Пересечение нижней 
зоны одной СР с верхней зоной другой СР будем 
называть смешанной запрещенной зоной. 

Предположим, что импедансы СР ведут себя в 
пределах пересечения ω ω ωl

g
u

g( ) ( )< <  двух зон так, 

как если бы этот интервал совпадал с запрещенной 
зоной каждой из СР, поэтому будем ссылаться на 
рис. I.2–I.4.

Впрочем, можно сделать так, чтобы СР имели 
одинаковый спектр блоховских электромагнитных 
волн, и тогда их запрещенные зоны совпадают. 
Представим себе две одинаковые бесконечные СР 
X и Y. Рассечем СР X по плоскости внутри слоя од-
ного материала, а СР Y по плоскости внутри слоя 
другого материала. В качестве СР1 и СР2 выби-
раем, например, верхнюю часть СР X и нижнюю 
часть СР Y соответственно. Запрещенные зоны 
СР1 и CP2 совпадают, а импедансы будут разны-
ми, за исключением специальных случаев.

Вариант B1. Асимметричный период. Если пе-
риоды обеих СР асимметричны, то Z Z A

g
1 1= ,

( )  и 
Z Z B

g
2 2= ,

( ) в выражении Z� st

g( )
 (I.57), где Z A

g
,

( )
1  и Z B

g
,

( )
2  –  

импедансы Z A
g( )  и Z B

g( )  (I.32) и (I.33), относящиеся 
к CP1 и CP2 соответственно.

TE-поляризация. В нижней запрещенной зоне 
каждое из собственных значений λ1 2,

( )TE  может 1 
раз обратиться в ноль. Для этого необходимо, что-
бы Z A

TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  описывались кривой 2 на 
рис. I.2. 

Если Z A
TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  в верхней запрещен-
ной зоне описываются кривой 2 на рис. I.3в, т.е. 
Z A

TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  имеют полюсы и отрицательны 
в окрестности ωu

TE( ), то оба собственных значения 
могут дважды обратиться в ноль (рис. 2).

Собственные значения λ1 2,
( )TE  могут обратить-

ся в ноль только по одному разу, когда Z A
TE
,

( )( )1 ω  
и Z B

TE
,

( )( )2 ω  описываются кривыми на рис. I.3a. 
Если оба импеданса описываются кривой 2, то 
λ1 2,

( )TE  проходят через ноль до точек ω p p
TE
1 2,

( ) , а затем 
λ1 0( )TE >  и λ2 0( )TE >  при ω ω> p

TE
1

( )  и ω ω> p
TE
2

( )  со-
ответственно. Если один из импедансов описыва-
ется кривой 2, а другой – кривой 1, то λ1

( )TE , имею-
щее полюс согласно (I.60), обращается в ноль при 
ω ω< p

TE( ), и λ1 0( )TE >  при ω ω> p
TE( ). Ввиду (I.79) 

монотонно убывающее λ2
( )TE  может пройти через 

ноль в интервале ω ω> p
TE( )  (рис. 3). 

Таблица 1. Максимальное число ППП при заданном 
k в структуре СР–пленка металла–однородная среда 

Поляризация ТЕ TM
Вариант A1 A2 A1 A2

L 1 0 2 1
UBC 2 1 3 2
UA 1 2

Примечание. В строках L, UBC и UA указано число ППП для 
нижней запрещенной зоны (L) и верхней запрещенной зоны 
(UBC, UA) соответственно. Строки UBC и UA относятся к слу-
чаям, когда импеданс СР с асимметричным периодом опи-
сывается кривыми на рис. I.3б, I.3в и I.3a соответственно. 
Число ППП в СР с симметричным периодом для верхней 
запрещенной зоны указано в строке UBC.

2

0

λ1,2
(g)

ωu
(g)

ωl
(g) ωp1

(g) ω

1

ωp2
(g)

Рис. 2. Четыре нуля собственных значений λ1
( )g  (кривая 1) 

и λ2
( )g  (кривая 2), g = TE, TM.
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Если частотная зависимость Z A
TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  
описывается кривыми на рис. I.3б, то λ1 2,

( )TE  обяза-
тельно пройдут через ноль по одному разу незави-
симо от параметров пленки, поскольку в силу (I.53) 
и (I.68) оба собственных значения больше нуля при 
ω ω→ +l

g( ) 0  и оба имеют полюс. Это означает, что 
в данном случае независимо от параметров пленки 
обязательно существуют два ТЕ-ППП.

В смешанной запрещенной зоне, возникающей, 
например, из-за перекрытия верхней запрещен-
ной зоны CP1 с нижней запрещенной зоной CP2, 
λ1

( )TE  может обратиться в ноль дважды, при этом 
λ2

( )TE  может обращаться в ноль 1 раз, когда функ-
ции Z A

TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  описываются кривыми 2 
на рис. I.3в и I.2 соответственно. Частотная зави-
симость λ1 2,

( )TE  аналогична зависимости λ1 2,
( )TM , пока-

занной на рис. 1.
Если Z B

TE
,

( )( )2 ω  описывается любой из кривых на 
рис. I.3a, то λ1 2,

( )TE  могут обратиться в ноль по од-
ному разу при условии, что зависимость Z A

TE
,

( )( )1 ω  
описывается кривой 2 на рис. I.2. 

TМ-поляризация. В нижней запрещенной зоне 
каждое из собственных значений λ1 2,

( )TM может 1 
раз обратиться в ноль независимо от поведения 
Z A

TM
,

( )( )1 ω  и Z B
TM
,

( )( )2 ω . Если частотные зависимости 
Z A

TM
,

( )( )1 ω  и Z B
TM
,

( )( )2 ω  описываются кривыми 2 на 
рис. I.2, то λ1 2,

( )TM  обязательно станут отрицатель-
ными при приближении частоты к верхней грани-
це зоны, поэтому оба собственных значения прой-
дут через ноль, если на реальной границе нижней 
зоны ωa1  выполняются неравенства (I.76) и (I.78). 
(Напомним, что ωa1  – частота, выше которой мож-
но не учитывать поглощение волн в металле. Если 
пренебречь поглощением вплоть до нулевой часто-
ты, то можно было бы утверждать, что λ1 2,

( )TM  обяза-
тельно проходят через ноль, т.е. независимо от па-
раметров пленки существовало бы два ТМ-ППП.)

В верхней запрещенной зоне как λ1
( )TM , так и 

λ2
( )TM  могут дважды обратиться в ноль (рис. 2). 

Ввиду (I.69), (I.70) и (I.74) это может быть, если оба 

Z A
TM
,

( )( )1 ω  и Z B
TM
,

( )( )2 ω  имеют полюсы и положитель-
ны в окрестности ωl

TM( ) (кривая 2 на рис. I.3б).
Собственные значения могут обращаться в ноль 

только по одному разу, если частотная зависимость 
импедансов описывается кривыми на рис. I.3a, для 
этого необходимо, чтобы хотя бы один из импедан-
сов имел полюс. Собственные значения, имеющие 
полюс, обращаются в ноль правее полюса и отри-
цательны левее полюса. Непрерывное собственное 
значение может обращаться в ноль.

В то же время, если поведение Z A
TM
,

( )( )1 ω  и 
Z B

TM
,

( )( )2 ω  описывается кривой 2 на рис. I.3в, то ка-
ждое собственное значение обязательно обраща-
ется в ноль 1 раз. Согласно (I.75) оба собственных 
значения будут отрицательными при ω ω→ +l

TM( ) 0  
и ω ω→ −u

TM( ) 0 , поэтому они должны проходить 
через ноль правее точки полюса. Следовательно, 
независимо от параметров пленки два ТМ-ППП 
обязательно существуют при указанной частотной 
зависимости импедансов CP.

В смешанной запрещенной зоне, возникающей 
из-за перекрытия верхней запрещенной зоны CP1 
с нижней запрещенной зоной CP2, λ1 2,

( )TM  могут 
обратиться в ноль по одному разу, если Z B

TM
,

( )( )2 ω  
описывается любой из кривых на рис. I.3a. Но 
при этом импеданс Z A

TM
,

( )( )1 ω  должен описываться 
кривой 1 на рис. I.2. Вместе с тем, если поведение 
Z A

TM
,

( )( )1 ω  и Z B
TM
,

( )( )2 ω  описывается соответствен-
но кривой 1 на рис. I.2 и кривой 2 на рис. I.3б, то 
λ1 2,

( )TM  могут трижды обратиться в ноль. Согласно 
(I.56) в этом случае λ1 2,

( )TM  могут быть положитель-
ными в окрестности ωl

TM( )  и тогда они могут зави-
сеть от частоты так, как показано на рис. 1.

Вариант B2. Симметричный период. Если пери-
оды обеих CP симметричны, то Z A

g
,

( )( )1 ω  и Z B
g
,

( )( )2 ω  
в Z� st

g( )
 заменяются импедансами Z s

g
,

( )( )1 ω  и Z s
g
,

( )( )2 ω  
(I.42).

TE-поляризация. Из рис. I.4 (кривая 1) заключа-
ем, что ни одно из собственных значений λ1 2,

( )TE  не 
может обратиться в ноль в нижней запрещенной 
зоне. Оба собственных значения могут 1 раз об-
ратиться в ноль в верхней запрещенной зоне при 
условии, что функции Z s

TE
,

( )( )1 ω  и Z s
TE
,

( )( )2 ω  описы-
ваются кривой 2 на рис. I.4.

В смешанной запрещенной зоне только одно 
собственное значение может 1 раз обратиться в 
ноль, так как только один из импедансов может 
описываться кривой 2 на рис. I.4.

TМ-поляризация. Оба собственных значения 
λ1 2,

( )TM  могут по одному разу обратиться в ноль в 
нижней и верхней запрещенных зонах. В верхней 
зоне Z A

TM
,

( )( )1 ω  и Z B
TM
,

( )( )2 ω  должны описываться 
кривой 1 на рис. I.4, так как только в этом случае 
λ1 2,

( )TM  могут быть положительными у нижней гра-
ницы зоны. В смешанной зоне может обращаться 
в ноль только одно собственное значение.

1
2

0

λ1,2
(TE)

ωu
(TE)

ωl
(TE) ωp

(TE) ω

Рис. 3. Возможные частотные зависимости λ1
( )TE  (кри-

вая 1) и λ2
( )TE  (кривая 2) в верхней запрещенной зоне.
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Вариант B3. Симметричный и асимметричный 
периоды. Предположим, что период CP1 симме-
тричен, а период CP2 асимметричен. В этом случае 
импеданс Z B

g
,

( )
2  входит в Z� st

g( )
 вместо Z s

g
,

( )
2 .

TE-поляризация. В нижней запрещенной зоне 
только одно из собственных значений λ1 2,

( )TE  мо-
жет 1 раз обратиться в ноль, для этого необходимо, 
чтобы Z B

TE
,

( )( )2 ω описывалась кривой 2 на рис. I.2. В 
противном случае ни одно из собственных значе-
ний не обращается в ноль.

Максимальное число нулей λ1 2,
( )TE  в верхней за-

прещенной зоне равно трем, поскольку λ1
( )TE  может 

обращаться в ноль дважды, а λ2
( )TE  – 1 раз (рис. 1). 

Такой случай может возникнуть при условии, что 
поведение Z s

TE
,

( )( )1 ω  и Z B
TE
,

( )( )2 ω  описывается кривы-
ми 2 на рис. I.4 и I.3в соответственно. Между тем 
при той же зависимости Z s

TE
,

( )( )1 ω  собственные зна-
чения могут обратиться в ноль только по одному 
разу, если Z B

TE
,

( )( )2 ω описывается любой из кривых 
на рис. I.3а.

Ситуация в смешанной запрещенной зоне за-
висит от того, как эта зона формируется. Пусть 
смешанная зона появляется в результате перекры-
тия нижней запрещенной зоны CP1, имеющей 
симметричный период, и верхней запрещенной 
зоны CP2, имеющей асимметричный период. В 
этом случае λ1

( )TE  может дважды обратиться в ноль, 
если функция Z B

TE
,

( )( )2 ω  описывается кривой 2 на 
рис. I.3в. Если λ1

( )TE  проходит через ноль только в 
интервале ω ω< p

TE( ), то λ2
( )TE  может обращаться в 

ноль при ω ω> p
TE( ).

Если функция Z B
TE
,

( )( )2 ω  описывается любой 
кривой на рис. I.3a, то согласно (I.79) одно из соб-
ственных значений может обращаться в ноль толь-
ко 1 раз, так как в данном случае импеданс Z B

TE
,

( )( )2 ω  
становится отрицательным только в одном интер-
вале частот, а не в двух.

Предположим теперь, что верхняя запрещенная 
зона CP1 попадает в нижнюю запрещенную зону 
CP2. В этом варианте каждое из собственных зна-
чений λ1 2,

( )TE  может 1 раз обратиться в ноль. Для это-
го необходимо, чтобы поведение Z s

TE
,

( )( )1 ω  описы-
валось кривой 2 на рис. I.4, а Z B

TE
,

( )( )2 ω  – кривой 2 
на рис. I.2.

TМ-поляризация. Каждое из собственных значе-
ний λ1 2,

( )TM  может 1 раз обратиться в ноль в нижней 
запрещенной зоне.

В верхней запрещенной зоне λ1
( )TM  может обра-

щаться в ноль дважды, а λ2
( )TM  – 1 раз (рис. 1). С 

учетом (I.67) и (I.74) необходимо, чтобы Z s
TM
,

( )( )1 ω  и 
Z B,

( )( )2
TM ω  описывались соответственно кривой 1 на 

рис. I.4 и кривой 2 на рис. I.3б, поскольку только 
в этом случае λ1 2,

( )TM  могут быть положительными в 
окрестности ωl

TM( ) .

Если Z B,
( )( )2
TM ω  описывается любой кривой на 

рис. I.3а, то собственные значения могут обратить-
ся в ноль только по одному разу. Такой случай мо-
жет реализоваться при условии, что Z s

TM
,

( )( )1 ω  опи-
сывается кривой 1 на рис. I.4.

Пусть смешанная зона появляется в результате 
перекрытия нижней запрещенной зоны CP1, име-
ющей симметричный период, и верхней запрещен-
ной зоны CP2, имеющей асимметричный период. 
Если функция Z B,

( )( )2
TM ω  описывается кривой 2 на 

рис. I.3б, то собственные значения λ1 2,
( )TM  могут об-

ращаться в ноль трижды. Одно собственное значе-
ние может обращаться в ноль дважды, а другое –  
1 раз. Однако λ1 2,

( )TM  могут обращаться в ноль толь-
ко по одному разу, когда Z B,

( )( )2
TM ω  описывается лю-

бой кривой на рис. I.3a.
Если верхняя запрещенная зона CP1 попадает 

в нижнюю запрещенную зону CP2, то λ1 2,
( )TM  могут 

обратиться в ноль по одному разу, если Z s
TM
,

( )( )1 ω  
описывается кривой 1 на рис. I.4, а Z B,

( )( )2
TM ω  – 

кривой 1 на рис. I.2.
В табл. 2 приводится максимальное число ППП 

для рассмотренных случаев, полученное из резуль-
татов анализа числа нулей λ1 2,

( )TM .

СПЕЦИАЛЬНЫЕ СЛУЧАИ
Вариант С1. Взаимодополняющие решетки. 

Предположим, что металлическая пленка находит-
ся между взаимодополняющими CP (рис. I.1). Со-
ответственно, Z Z A

g
1 =

( )  и Z Z B
g

2 =
( ), причем Z A

g( )  
и Z B

g( )  однозначно связаны друг с другом согласно 
(I.32) и (I.33), а также рис. I.2 и I.3.

TЕ-поляризация. В силу свойств собственных 
значений λ1 2,

( )g  из рис. I.2 и I.3 следует, что толь-
ко одно из собственных значений λ1 2,

( )TE  может об-
ращаться в ноль в нижней запрещенной зоне, и 

Таблица 2. Максимальное число ППП в структуре 
CP–пленка металла–CP 

Поляризация ТЕ ТМ
Вариант B1 B2 B3 B1 B2 B3

L 1 0 1 2 2 1
UBC 4 2 3 4 2 3
MBC 3 1 2 3 1 2 или 3
UA 2 2 2 2
MA 2 1 2 2

Примечание. В строках L, UBC, UA и MBC, MA указано число 
ППП для нижней запрещенной зоны (L), верхней запре-
щенной зоны (UBC, UA) и смешанной запрещенной зоны 
(MBC, MA). Строки UBC, MBC и UA, MA относятся к случаям, 
когда импедансы CP с асимметричным периодом описыва-
ются кривыми на рис. I.3б, I.3в и I.3a соответственно. Число 
ППП в СР с симметричным периодом для верхней и сме-
шанной запрещенных зон указано в строках UBC и MBC.
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каждое из собственных значений может 1 раз об-
ратиться в ноль в верхней запрещенной зоне.

TМ-поляризация. Собственные значения λ1 2,
( )TM  

могут по одному разу обратиться в ноль в ниж-
ней запрещенной зоне. Принимая во внимание 
тот факт, что согласно (I.60) и (I.61) в верхней за-
прещенной зоне λ1

( )TM  имеет полюс и ввиду (I.80) 
только одно из собственных значений может быть 
положительным, заключаем, что в этой зоне ка-
ждое из собственных значений может 1 раз обра-
титься в ноль.

Вариант C2. Одинаковые CP с симметричным пе-
риодом. Пусть CP1 и CP2 имеют симметричный пе-
риод и одинаковы. В этом случае Z Z Z s

g
1 2= = ( ).

TЕ-поляризация. Из рис. I.4 делаем вывод, что 
λ1 2,

( )TE  не могут обращаться в ноль в нижней запре-
щенной зоне, но каждое из них может 1 раз обра-
титься в ноль в верхней запрещенной зоне, если 
Z s

TE( )( )ω  меняется с частотой согласно кривой 2 на 
рис. I.4. 

Оба λ1 2,
( )TE  обязательно пройдут через ноль, т.е. 

обязательно будут существовать два ТЕ-ППП, если 
толщина пленки больше некоторого значения. Это 
следует из того, что на границе полубесконечный 
металл–СР с симметричным периодом обязатель-
но существует один ТЕ-ППП при такой частотной 
зависимости Z s

TE( )  [8]. При уменьшении толщины 
пленки останется один ТЕ-ППП, переходящий в 
отсутствие пленки в объемную блоховскую волну 
при ω ω  = l

g( ), причем эта волна удовлетворяет гра-
ничным условиям в структуре СР–пленка–СР, по-
скольку Z s

TE
l

g( ) ( )( )ω = 0  (рис. I.4). 
TM-поляризация. Каждое из собственных значе-

ний λ1 2,
( )TM  может 1 раз обратиться в ноль в нижней 

запрещенной зоне. То же самое может произойти 
и в верхней запрещенной зоне, если частотная за-
висимость Z s

TM( )  описывается кривой 1 на рис. I.4. 
Как и в случае ТЕ-поляризации, по той же причи-
не оба λ1 2,

( )TM  обязательно обращаются в ноль, когда 
пленка достаточно толстая, а при меньших толщи-
нах одно собственное значение обращается в ноль. 

Если частотная зависимость Z s
TM( )  описывается 

кривой 2, то ни одно из собственных значений не 
обращается в ноль.

Вариант C3. CP c одинаковыми импедансами. 
Предположим, что CP1 и CP2 имеют асимме-
тричные периоды, состоящие из одних и тех же 
слоев. Порядок слоев тоже одинаковый, если его 
определять, отсчитывая слои вверх в CP1 и вниз 
в CP2. В этом случае трансфер-матрицы M�1

( )g
 и 

M� 2

( )g
 CP1 и CP2 оказываются взаимно комплекс-

но сопряженными, M M� �
1

( ) ( )g g
= , где M�

( )g
 задается 

формулой (I.26), а M M� �
2

( ) ( )*g g
= . Следовательно, 

M M� �
2

( ) ( ) *g g′ ′
= , где матрица M� 2

( )g ′
 является аналогом 

матрицы M�
( )g ′

 (I.29) для CP2. Из (I.32) и (I.33) сле-
дует, что Z ZB

g
A

g
,

( )
,

( )
2 1= , поэтому Z Z Z A

g
1 2 1= = ,

( )  в ма-

трице Z� st

g( )
 (I.57), тогда

	 λ1 2 1

1
2,

( )
,

( )
( )

( )g
A

g
f

g
Z D= + TrZ� ∓ ,	 (1)

где 

	 D Z Z Zf
g

f
g

f
g= − +( ),

( )
,

( )
,

( )
11 22

2
12

24 .	 (2)

TЕ-поляризация. Принимая во внимание (I.66), 
(I.70)–(I.72) и (I.82), приходим к выводу, что ка-
ждое из собственных значений λ1 2,

( )TE  может 1 раз 
обратиться в ноль в нижней запрещенной зоне, 
если Z A

TE
,

( )( )1 ω описывается кривой 2 на рис. I.2.
Каждое из собственных значений может дваж-

ды обратиться в ноль в верхней запрещенной зоне 
(рис. 4). Для появления четырех нулей необходимо, 
чтобы Z A

TE
,

( )( )1 ω  описывалась кривой 2 на рис. I.3в.
Если Z A

TE
,

( )( )1 ω  описывается любой кривой на 
рис. I.3a, то будет не более двух нулей, поскольку 
λ1 2,

( )TE  могут обращаться в ноль по одному разу. При 
наличии полюса λ1 2,

( )TE  могут обращаться в ноль при 
ω ω< p

TE( )  (рис. 4).
TМ-поляризация. Каждое из собственных значе-

ний λ1 2,
( )TM  может 1 раз обратиться в ноль в нижней 

запрещенной зоне, причем Z A
TM
,

( )( )1 ω  может описы-
ваться любой из кривых на рис. I.2.

Оба собственных значения могут дважды обра-
щаться в ноль в верхней запрещенной зоне (рис. 4). 
Необходимое условие – зависимость Z A

TM
,

( )( )1 ω  
должна описываться кривой 2 на рис. I.3б.

Если Z A
TM
,

( )( )1 ω  описывается любой кривой на 
рис. I.3a, то λ1 2,

( )TM  могут обращаться в ноль не бо-
лее чем по одному разу. При наличии полюса λ1 2,

( )TM  
проходят через ноль в интервале ω ω> p

TM( )  (рис. 4).
Как упоминалось выше, максимально допу-

стимое число нулей собственных значений λ1 2,
( )g  

0

λ1,2
(g)

ωu
(g)

ωl
(g) ωp

(g) ω

1

2

Рис. 4. Четыре нуля собственных значений λ1
( )g  (кривая 1) 

и λ2
( )g  (кривая 2), g = TE, TM, в варианте C3.
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есть максимальное число ТЕ-ППП и ТМ-ППП 
(табл. 3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Установлено максимально допустимое число 

ТЕ- и ТМ-поляризованных ППП в металлической 
пленке, находящейся между полубесконечной пе-
риодической CP и полубесконечным однородным 
диэлектриком, а также между двумя периодически-
ми CP. Рассматривались только ППП, не затухаю-
щие за счет излучения во внешнюю среду. Соответ-
ственно, интерес представляли запрещенные зоны 
CP. Кроме того, предполагалось, что запрещенные 
зоны попадают в частотный интервал, в пределах 
которого нет объемных волн в однородной сре-
де. Результаты получены путем комбинирования 
возможной частотной зависимости импедансов 
полубесконечных диэлектриков и металлической 
пленки с учетом ограничений на частотную зави-
симость собственных значений матрицы, опреде-
ляющей дисперсионное уравнение.

Допустимые максимальные числа ППП приведе-
ны в табл. 1–3. Максимальное число ППП зависит 
от типа структуры, от того, как расположены слои в 
пределах периода, а именно в произвольном поряд-
ке или симметрично относительно середины перио-
да. Максимальное число ППП также зависит от по-
ляризации. Разница в числе ТЕ- и ТМ-ППП возни-
кает из-за того, что TE-импеданс пленки является 
положительно определенной матрицей вследствие 
положительности магнитной проницаемости, а TM-
импеданс – отрицательно определенной матрицей 
из-за отрицательной диэлектрической проницаемо-
сти металла. 

Импедансы CP ведут себя как функции частоты 
по-разному в нижней запрещенной зоне и в верх-
них запрещенных зонах, поэтому максимальное 
число ППП может быть разным в разных типах 
запрещенных зон. В некоторых случаях помимо 
нижней и верхней запрещенных зон появляется 
запрещенная зона, названная смешанной. В этой 

зоне допустимое максимальное число ППП может 
отличаться от их числа в нижней и верхней запре-
щенных зонах.

Абсолютные максимумы числа ППП в верх-
ней и смешанной зонах, приведенные в табл. 1–3, 
достигаются для ряда вариантов, когда импедан-
сы CP описываются кривыми, показанными на 
рис. I.3б, I.3в. Такие частотные зависимости могут 
возникать только при выполнении определенно-
го условия на волновое число и частоту, поэтому 
результаты применительно к частотным зависи-
мостям импедансов, описываемых кривыми на 
рис. I.3а, указываются в отдельной строке таблиц.

Можно считать, что допустимое максималь-
ное число ППП не зависит от материальных кон-
стант диэлектриков и металла, от толщины слоев и 
их числа в пределах периода CP, от того, является 
ли пленка однородной или неоднородной, так как 
типы частотной зависимости импедансов не зави-
сят напрямую от указанных характеристик. В част-
ности, найдя частотную зависимость импедансов 
CP, можно предсказать допустимое максимальное 
число ППП, причем оно не будет зависеть от пара-
метров пленки.

Разумеется, число ППП, существующих в кон-
кретной структуре, зависит от параметров струк-
туры, поскольку возможное число нулей собствен-
ных значений импеданса структуры Z� st

g( )
 в итоге 

определяется неравенствами (I.76)–(I.78) и (I.81), 
выполнение которых накладывает ряд условий на 
материальные константы и параметры структуры.

Выше отмечалось, что одновременное выполне-
ние неравенств (I.76) и (I.77) вряд ли достижимо 
на практике. В связи с этим можно предположить, 
что наиболее вероятным будет существование мак-
симум двух ППП, поскольку анализ возможных 
комбинаций частотных зависимостей импедансов 
показывает, что для появления двух волн во мно-
гих случаях требуется выполнение только одного 
из неравенств (I.76) и (I.77) либо эти неравенства 
всегда выполняются вследствие особенностей ча-
стотной зависимости импедансов.

Впрочем, в части III приводятся примеры, ког-
да при подходящей диэлектрической и магнит-
ной проницаемости три и четыре ППП все-таки 
возникают.

Допустимое максимальное число ППП найдено 
без учета затухания. Влияние диссипации на число 
ППП будет рассматриваться на конкретных приме-
рах в части III. Здесь лишь отметим, что слабое за-
тухание не может увеличить число ППП, тем более 
что сдвиг частоты будет пропорционален квадрату 
мнимой части диэлектрической проницаемости, 
так как все импедансы являются действительными 
величинами при отсутствии диссипации.

Таблица 3. Максимальное число ППП в структурах 
СР–пленка металла–СР отдельных типов 

Поляризация ТЕ ТМ
Вариант C1 C2 C3 C1 C2 C3

L 1 0 2 2 2 2
UBC 2 2 4 2 2 4
UA 2 2 2 2

Примечание. В строках L, UBC и UA указано число ППП 
для нижней запрещенной зоны (L) и верхней запрещенной 
зоны (UBC, UA). Строки UBC и UA относятся к случаям, ког-
да импедансы CP с асимметричным периодом описывают-
ся кривыми на рис. I.3б, I.3в и I.3a соответственно. Число 
ППП в СР с симметричным периодом для верхней запре-
щенной зоны указано в строке UBC.
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Установить максимальное число ППП в общем 
виде при заметной диссипации вряд ли возможно. 
Прежде всего при наличии диссипации импедан-
сы пленки становятся неэрмитовыми матрицами, 
а ТЕ- и ТМ-импедансы CP и однородной среды – 
комплексными числами, поэтому развитый в рабо-
те подход к проблеме не годится. Кроме того, при 
сильном поглощении электромагнитных волн в СР 
расплываются границы зон, и амплитуда волн бу-
дет меняться с расстоянием от границы полубеско-
нечной среды во всем диапазоне частот.

Если поглощение в диэлектрических средах сла-
бое, то основную роль играет поглощение в плен-
ке, хотя и оно может быть достаточно слабым. При 
этом затухание ППП уменьшается вблизи края 
зоны, поскольку глубина проникновения поля в 
CP растет, соответственно, доля энергии волны, 
содержащаяся в пленке, падает. Отметим, что воз-
можность снижения затухания ППП на границе 
металл–однородный диэлектрик за счет увеличе-
ния глубины проникновения ППП в диэлектрик 
анализировалась в [11].

Автор выражает благодарность В.И. Альши-
цу за полезные обсуждения результатов и ценные 
замечания. 

Работа выполнена в рамках государственного 
задания НИЦ “Курчатовский институт”.
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Abstract. The maximum number of TE and TM polarised surface plasmon polaritons in the forbidden 
zone of the Bloch spectrum of electromagnetic waves in a periodic superlattice is established in structures 
containing a metal film between a homogeneous medium and a periodic superlattice or between two 
superlattices. It is demonstrated that the determining factor in the maximum number of such waves is the 
type of frequency dependence of the superlattice impedance. Moreover, the maximum number of surface 
plasmon polaritons is contingent upon the structural type and polarization of the wave.
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